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I n t hi s paper we define t wo ki nds of
universal square : t he al most coca rt es¡ an square and t he
mi xed cart esiian square (mi xed pul I back) , and we prove
its existence . We use them to buil short exact sequen-
ces from others given under determined conditions .
( A M S Subiect Classification . 18A30, 18A35, 20,115 .
Dado un grupo G se considera la categoría de G-grupos, G-Gr, es-
ta es una categoría algebraica, por tanto es completa y cocompleta .
Definición . Sea Q un grupo y A, B dos Q-módulos . Si y: A -~ B es
un morfismo de Q-módulos y d : Q B es una derivación, se llama cua-
drado cartesiano mixto de y y d a un cuadrado conmutativo verificando :
i) G es un grupo .
ii) y es un morfismo de grupos y d es una derivación, considerando
en A la estructura de G-módulo inducida por .
iii) Para cualquier otro grupo G', un morfismo de grupos V : G' Q
y una derivación d' : G' s A verificando (¡),(¡¡)y d 4, d , existe
un único morfismo de grupos m tal que d' = d m y 9, ' = ,U w .
Teorema . 1 . Sea Q un grupo y a y B dos Q-módulos . Si P : A ---- B
es un morfismo de Q-módulos y d : Q --P B es una derivación, entonces
existe el cuadrado cartesiano mixto de ~p y d .
Esquema de la demostración . Se considera el producto semidirecto de
A por Q, que notaremos A ]Q, se define el subgrupo
G
	
= { (a, q) e A ] Q (a) = d(q) 1
y las aplicaciones G 9. Q, d : G -a A, definidas
o «a, q» = q; d ((a,q)) = a .
Se demuestra que - y d son morfismo de grupos y derivación respectivamente
y que verifican la propiedad universal enunciada en la definición *de cuadrado
cartesiano mixto .
El cuadrado cartesiano mixto se notará en lo sucesivo con un cuadra-
do en el vertice superior izquierdo, y el grupo G se notara AaBQ .
Como consecuencia de la definición se tiene que si d es una aplica-
ción injectiva, entonces d también lo es, y si y es un epimorfismo, entonces
~, también lo es .
Proposición2 .Sea Q un grupo, A y B dos Q-módulos . Si A -~ B
es un morfismo de Q-módulos y d : Q B es una derivación, entonces
existe un isomorfismo w entre Kerxp y Ker,y , tal que w = d y .
Como consecuencia se tiene que dada una sucesión exacta corta de
Q-módulos C -~+T > A -ir ~ B y una derivación d : Q -> B, entonces
existe una sucesión exacta corta C o -> AL7BQ ~ Q .
Definición . Sean A, B, G Q-grupos, 0 : G --~ Q un modismo de Q-gru-
pos tal que o (g) . g' = g g, g-1 . Si y : A -> B y R : A - G son mor
fismos de Q-grupos, se llama cuadrado casi cocartesiano de ~ y Q a un
cuadrado conmutativo verificando :
i) H es un Q-grupo y la acción de G sobre H inducida por 0 veri-
fica g .h = ~ (g) h y, (g-1 ) .
ü) y y R son modismos de Q-grupos .
iii) Para cualquier otro Q-grupo H' y cualquier par de morfismos de
Q-grupos ,~' : G
	
-- H' y R' : B -i H' verificando (i), (ii) y la
igualdad existe un único morfismo de Q-grupos w : H' -
H
tal que V~
. ' = w '~ = w
Teorema .3 .Sean A, B, G Q-grupos y j : G - Q morfismo de Q-grupos
tal que 1 (g) . g' = g g' g 1 . Si A --~ B y k : A -~ G son
mor-
fismos de Q-grupos, entonces existe el cuadrado casi cocartesiano de g, y Q .
Esquema de la demostración . Se considera el producto semidirecto de B
por G, B 3G, y se define T = { TB ~ (a) TG Q (-a)
/ a e A}, siendo TB y TG
las inyecciones de B y G en el productosemidirecto . Se considera la clausura
normal de T en B ]G, N(T), y se define H igual al grupo cociente (B ]G)/ N(T) .
Los morfismos R y y son las composiciones de TB y TG
con la proyección
de B ] G en H .
Teorema . 4. En las condiciones del teorema 3 si la estructura de G-grupo de
A inducida por ~ verifica t (a l) .a2 = a l + a2 - a l , B es un G-módulo y un
A-módulo trivial, entonces se verifica :
i) T es un subgrupo normal de B ]G .
ii) Si R es un monomorfismo, entonces A, es un monomorfismo normal .
c -c -
iii) Existe un isomorfismo de Q-grupos w tal que w R = R X .
Como consecuencia se tiene que dada una sucesión exacta corta de Q-grupos
R nA i 9, G -T~ C, siendo A un Q-módulo, ~ :C -~ Q morfismo
de Q-_]rupos verificando 1n(g1) .g 2 = gl 92 gl ' y ~ : A ---
B
morfismo de Q-módulos, se tiene una sucesión exacta corta de Q-grupos
B ~l-R :i, H ~ C .
El cuadrado casi cocartesiano se notará en lo sucesivo con una circun-
ferencia en el vertice inferior derecho, y el Q-grupo H se notará BoAG .
A continuación estudiamos algunos teoremas que establecen la conmuta-
tividad de las construcciones de cuadrados universales .
Teorema . S .
	
Para i = 1, 2, sean Ai y B . Q-módulos, A. -~ G i. --w C._i i i
sucesiones exactas cortas de Q-grupos,
~i
: Ci -~ Q morfismos de Q-gru-
-1pos verificando:
(gi ) ' gi gi gi gi '
Si ipi . Ai -~ Bi son mor-
fismos de Q-módulos, entonceséxiste un isomorfismo w que hace conmutativo
el diagrama
B1 x B2	( 1xB2)o(A,xA,»(G 1XG 2)
w
B1 x B2 'mar-~ (B1 0A G 1 ) x (B 20A G2)
1 2
HI. C 1 xC2
j-b. C 1 xC2
Teorema . 6 . Sean A y B dos Q-módulos, ,1 : A -> B un morfismo de
Q-módulos, A fl s G -!-4-> C una sucesión exacta corta de Q-grupos,
~ : C -, Q un morfismo de Q-grupos verificando
Si D es un Q-grupo y E : D -> C es un morfismo de
existe un isomorfismo w que hace conmutativó el diagrama
B ~f---:> BoA(GxCD) ---F~ D
B N y (BoAG)xCD ----f-~ D




Teorema . 7 . Sean A y B dos Q-módulos, A -$-~ G 1-a
si6n exacta corta de Q-grupos, 0 : C -~ Q morfismo de Q-grupos veri-
ficando it ( ) . -1
gl g2 - gl 92 gl ' Si xP
: A -~ B es un epimorfismo de
Q-módulos, entonces existe un isomorfismowhaciendo conmutativo el diagrama
B N BÁG -	C
Bo GA
Teorema . 8 . Sean A, B, D Q-módulos, ~: A -~ B y C : B -~ D
morfismos de Q-módulos, A N G tt+~ C una sucesión exacta corta de











1 1 ---.a DoAG ----}~ C
11 * 1 - 11
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